IAATEMATICA

1

Seja M uma matriz real 2 x 2. Defina uma funcdo f na qual
cada elemento da matriz se desloca para a posi¢do

ab)

c d
implica que f (M) = ( (cl Z ) Encontre todas as matrizes

seguinte no sentido hordrio, ou seja, se M = (

simétricas 2 x 2 reais na qual M 2=f(M).
Resolucao

1) Se M é uma matriz simétrica 2 x 2 entao M € do

. b
tipo | 2 .
P [b c]
Desta forma, f (M)=7b a]e
lc b
bl [a b b a
M2Z=f(M)=|2 . = =
(M) [bc[bc] [cb}
21 h2 7
=>[a +b* ab+bc| _[b a N
ab+bc b%Z+c?| |c b
a2+b2=b (I
ab+bc=a I
=
ab+bc=c (I
b2+c2=b (V)

2) De (II) e (III) temos a =c¢

=[a=c
De (I) e IV) temos a2=c2=a==*c

3) Substituindo em (II) resulta
ab+ba=ae©2ab-a=0a2b-1)=0&
@a=00ub=l

2

4) Para a =0 temos:

02+b2=b=b=0o0ub =1 e as matrizes sao

M=% 0| oum=|0 1
00 10

5)

Parab = % temos:

e as matrizes sao:

1

2
1
2

ouM=

Resposta: As matrizes M sao

[00
00

i

01
10

1

N
1
2

= | =

= | =

OBJETIVO

|
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2

3

Resolva a inequagdo, onde x € R.
9x2

—_ >4
(1-V3x+ 1)

Resolucao

1) 1-V3x+1 #0Vx+1#F1©x#0

9x2

) — X _s4e
(1-V3x+1f
- 9x2 (1+V3x+1) cde
(1-V3x+1f (1+V3x+1)
9x2(1+V3x + 1) 9x2(1+V3x + 1)
= ) >4e 3 >4
12— (Vax+ 1] -3%)

o1+V3x+1)>4e1+V3x+1<-20u
1+V3x+1>2
3) 1+V3x+1<-2eV3x+1 <-3o IxER,

pois V3x + 1 =0

4) 1+V3x+1>2Vx+1>1&

@(\/3x+1)2>124:>3x>0@x>0

Resposta: V={xER|x>0}=R]

Resolva o sistema de equagdes,onde x ER ey € R.

log, (log\/gx) - logvg (log3y) =1

e

Resolucao

1)

2)

3)

4)

Condicoes de existéncia:

a)x>0ey>0

b)1 > 01 > 1 1ex>1
)og\/gx ogﬁx og\/3 X
log,y > 0 = log,y > log,1 <y >1

x>1 e y>1

Assim, devemos ter

log, (log ﬁx) —log /3 (log3y) =1&

< log, (log \Ex) - + log, (logsy) =1&

2
© log, (log \/FX) -2 log, (log3y) =l

< log, (log \GX) - log, [(log3y)2} =1

& log _x=3 (log,yf & + log,x =3 (log,y)’ &

2

©|2logyx=3(log,y?| O

(y %/;)2 =34 & Jog, (y %/;)2 =log, IV o
1
<2log, (y {/;)2= 1432 [log Y+ log SX? ]:143 =

2
< 2log,y + 3 log3x =143 =

= 6log,y+2log;x=429 ()

Das equacoes (I) e (IT), resulta:
6log,y+3 (log,yf =429 &
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5)

© (log,yf +2 log,y-143=0 &
< log, y =11 ou log, y = — 13 (que nao serve, pois

y>1)

Paralog,y =11resulta| y = 31 e

-2 2 -1 1
MC=| 2 0 2 2 | tem caracteristi-
0 2 1 3

cas p e ¢ tais que p = q =2 < 3. O sistema é possivel
e indeterminado.

4) Sem =1, o sistema fica:
210g3x=3.(11)24:)log3x=?@ -X +2y- z=2
363 ; 2x + y +2z=3
- 181+ 2x +4y +2z=4
4i)x=32 =3 2 o x=381 V3 y
-1 2} -1
. v - [(z181 .12l |
Resposta: V = {(3 .V3;31) NestescasosMI= | 2 1 i 2]e
4 | 2 4 2
Classifique o sistema abaixo como determinado, possivel -1 2 -1 2
indeterminado e impossivel de acordo com os valores MC=| 2 1: 2 3
reais de m. 2 4 2 4
(-2 2y-z=m | A caracteristicade MI é p=2,pois| "1 2 [#0
IX+my+27=m’+2 caracteristica de MI é p = 2, pois 1 ‘ e
2mx +2 (m+ Dy + (m+ Dz=m3+3
-1 2 -1
Resolucao 2 1 2 [=0. A caracteristica de MC é
1) O determinante do sistema é 2 4 2
m-—2 2 -1
D=(2) m 2 = —3'_21i§¢0A' *
m 2m+1) (m+1) q = 3, pois . Assim,p # qeo
2 4 4
- 2
=(m-2).m(m+1)+8m—4 (m+1)+2m" - sistema € incompativel.
-4m+1)-4m+1) (m-2) ©D=m-3m? +2m
5) Se m =2, o sistema fica:
D=m-3m?>+2m=0m=0,m=1oum=2
2y — z=3
2x +2y+2z2=6
2) Sem # 0,m # 1 em # 2 o sistema € possivel e 4x + 6y +3z=11
determinado. . ~
Da primeira e segunda equacoes, resulta:
Qy-z)+2.2x+2y+22)=3+2.6=
3) Sem =0, o sistema fica: = 4x + 6y + 3z = 15, incompativel com a terceira
-2x+2y - z=1 equ.a(;f?lo. . vel
2% +22=2 O sistema ¢é impossivel.
v+ z=3 Resposta:
As matrizes incompleta e completa desse sistema Se m ;& 0, m #1em # 2,0 sistema ¢ possivel e
Sio determinado.
Se m = 0, o sistema € possivel e indeterminado.
-2 2 -1 Se m =1 ou m = 2, o sistema é impossivel.
MI=| 2 0 2 |e
0 2 1
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Sejam os complexos z = a + bie w = 47 + ci, tais que

Z3

+ w = 0. Determine o valor de a, b e ¢, sabendo que

esses nimeros sdo inteiros e positivos.

Resolucao

1)

2)

3)

Para z =a+ bi e w =47 + ci, temos:
+w=(a+bi)d+ @7 +ci)=

=a% + 3a’bi — 3ab? - b3i + 47 + ci =
=(a’-3ab?+47) + (3a’b-b3+¢) i

3

Como z° + w = 0, resulta:

a3—3ab2+47=0@ a(3b2-a?)=47 (I
3a2b-b3+c=0 c=b3-3a2%b In

Sendo a, b e c inteiros e positivos, e sendo 47 um

nimero primo, da equacio (I) devemos ter -
Ainda da equacao (I), resulta:

1.(3b2-1%) =47 & b2 =16 ©|[b=4|,poisb>0

Substituindo na equacao (II), resulta:

c=43—3.12.4=>.

Resposta:a=1,b=4ec=52

6

Um tridngulo ABC tem o seu vértice A na origem do
sistema cartesiano, seu baricentro ¢ o ponto D(3,2) e seu
circuncentro € o ponto E(55/18,5/6). Determine:

a equacdo da circunferéncia circunscrita ao tridngulo
ABC;

as coordenadas dos vértices B e C.

Resolucao

1)

Se o circuncentro € o ponto E (%, %) e um dos

vértices do triangulo € A (0, 0), o raio da circun-
feréncia circunscrita é

e

_ 3025 + 25 _ 3250 _ 5V130
- 324 36 324 " 18

2)

b)

¢)

d)

A equacao dessa circunferéncia é

BETRR D
18 6) " 324
o2 > 3025 o, 5 .25
9 324 3Y736 T
3250 .., 55 5
= >0 222 y=0
d S| x*+y 5 X 3 y

a) Seja M, (x
Pela propriedade do baricentro, temos:
AD = 2DM. Assim,
Xp—X, =2 Xy —Xp) =3-0=2(xy-3) &

) o ponto médio do lado BC.

m’ Ym

9
<:>XM=7

De modo analogo
Yp=Ya=2(m-Yp ©2-0=2(y-2) &

<=>yM=3

Desta forma, M, ( % ;3 )

—_— >
A mediatriz (r) do lado BC é a reta EM, e tem
coeficiente angular:

5 13
I S S
TIE T T2
2 18 18

A reta suporte do lado BC (s) é perpendicular a

reta r e tem coeficiente angular

A reta s passa por M e tem equacao

y-3= —%<X—%>@3y—9=—2x+9@

@]2x+3y-18=0\

Os vértices B e C sao as interseccoes da reta S com
a circunferéncia circunscrita.

X2+y2—ix—iy=0 @
9 3

2x+3y-18=0 (I
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ES

Da equacao (II) resulta y = 6 — ZTX

Substituindo na equacao (I), temos:

2
X2+<6—2_x> _55 X — S (6—2_x>=04=>
3 9 3 3

2
@x2+36—8x+4i—55_x—10+&=0@
9 9 9

S 9x2+ 324 -72x + 4x2 - 55x - 90 + 10x = 0 <
S13x2-117x+234=0x>-9x+ 18=0 &

&x=30ux=6

Parax=3tem-sey=6—%=4

Parax=6tem-sey=6—23;6=2

XV

Resposta:
A equacio da circunferéncia circunscrita é
2,.2 S5 5
X“+y"'——x——y=0
y 9 3 y

As coordenadas dos vértices B e C sao
3;4) e (6;2)

OBJETIVO
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COs X  senXx
Se =— 1, calcule o valor S.
cosy  seny
S= 3 cos y + cos 3y N 3 seny — sen 3y
oS X sen X
Resolucao

Lembrando que
sen (3y) =3 seny—4sen’y < 3 seny - sen (3y) =4 sen’y e

cos (3y) =4 cosPy —3 cos y < 3 cos y + cos (3y) = 4 cos’y

A expressao S € tal que

3 3 3 3
S=4c0sy_|_4seny(:)§= cos’y , sen’y M
cos X sen x 4 Cos X sen X
1) Da expressao COSX 4+ SMX —_1resulta
cos 'y sen y
cosy - seny R seny -_ cosy esen (xX+y)=—seny.cosy
€oS X (senx +seny) senXx (cos x + cos y)
3 3
2) cos’y . sem’y =c0Szy-cosy +Sen2y.seny =c0s2y.(— seny )+sen2y(— cosy >=
CoSs X sen x Cos X sen x sen X + sen 'y COS X + COS y
< cosy sen y ) [cos X €OS y + c0s? y + sen X sen y + sen?y ]
=—seny.cosy. =—Seny.cosy . =
senx+seny €OSX+COSy (sen x + sen y) (cos X + cos y)
o sen Y . cos [ 1+cos(x-Yy) ]_
B y- y_(senx+seny)(cosx+cosy) B
2cos? (X7Y)
=—Seny.cosy " - " - =
ZSen( y)cos( y).Zcos( y)cos( y)
L 2 2 2 2
1 . +
=TSeny.cosy X+ X + a s::n);X i—os)y - Zzl:l (())(( + y))
2 sen ( y ) cos ( y) y y
2 2
3 3
Assim, Sy, semy - 1, que susbstituido na expressao (I) resulta i =1S=4
coOs X  senXx 4

Observacao: Pode-se obter S adotando um valor para y (por exemplo 45°) e, a partir da equacao dada obter

um valor para x (por exemplo 165°), mas isto nao garante a unidade de S.

Resposta: S =4

IME (Conhecimentos Gerais) — Novembro,/2016 6

OBIJETIVO



SejaA={1,2,3,4}.

* Quantas funcoes de A para A t€m exatamente 2 ele-
mentos em seu conjunto imagem?

e Entre as 256 fun¢des de A para A, sorteiam-se as
funcdes f e g, podendo haver repeticdo. Qual a
probabilidade da fun¢do composta f o g ser uma fun-
¢do constante?

Resolucao

I) 1) Existem P, =4! =24 fun¢des cujo conjunto ima-
gem tem 4 elementos.

2) Quando o conjunto imagem tem 3 elementos,
dois elementos do dominio estido associados a
mesma imagem. Existem C4;2 formas de es-
colher estes elementos, 4 formas de escolher sua
imagem e A;. , formas de associar os outros dois
elementos, totalizando C4; , - 4. A3; , = 144
funcaes.

3) Quando o conjunto imagem tem 2 elementos,
existem as seguintes possibilidades:

3.1) O dominio possui dois grupos de dois ele-
mentos, cada um deles associado a uma
imagem distinta.

~ C4; 2
Neste caso sao

. A4; » =36 funcoes.

3.2) O dominio possui um grupo de trés ele-
mentos associado a uma imagem e um
elemento sozinho associado a outra ima-
gem. Neste caso sao C4; 3. A4; , = 48 fun-
coes.

Desta forma existem 36 + 48 = 84 funcoes,
cujo conjunto imagem possui 2 elementos.

4) Quando o conjunto imagem tem 1 s6 elemento,
a funcio € constante e neste caso so existem 4
funcoes.

II) 1) Se o conjunto imagem de g tiver 4 elemen-
tos, f devera ser constante e, portanto exis-
tem 24 x 4 = 96 funcoes fog constante.

2) Se o conjunto imagem de g tiver 3 elementos, a
funcio f devera associa-los a um tinico elemento
e, neste caso, existem 144 x 4 x 4 = 2304 funcoes
fog constantes.

3) Se o conjunto imagem de g tiver 2 elementos, a
funcao g devera associa-los a um sé elemento e,
neste caso, existem 84 x 4 x 4 x 4 = 5376 funcoes
fog constantes.

4) Se o conjunto imagem de g tiver 1 s6 elemento,
(for constante) a funcao f podera ser qualquer e,
neste caso, existem 4 x 256 = 1024 funcao fog
constantes.

b) A probabilidade de fog ser constante é

Ao lado sao 96 + 2304 + 5376 + 1024 = 8800
funcoes fog constante e a probabilidade disso
ocorrer é

_8860~ 275 275

P= = =
256 x 256~ 256x8 2048

Respostas:
a) 84 funcoes f: A — A cujo conjunto imagem tem

2 elementos.
275

2048

OBJETIVO

IME (Conhecimentos Gerais) — Novembro,/2016



9

Em um tridngulo ABC, a medida da bissetriz interna AD
¢ a média geométrica entre as medidas dos segmentos BD
e DC, e a medida da mediana AM ¢é a média geométrica
entre os lados AB e AC. Os pontos D e M estdo sobre o
lado BC de medida a. Pede-se determinar os lados AB e
AC do tridngulo ABC em funcio de a.

Resolucao
1) A

N

A figura AM é mediana relativa ao lado BC e,
conforme enunciado, é média geométrica entre os
lados AB e AC, portanto AM2=b . c.

Pela relacao de Stewart, temos:

AB2 .MC +AC2.BM-AM?.BC=BM.MC .BC =

a a a a
=c2. —+b?.—-bc.a=—.—.a &
2 2 2 2

a? a2
@c2+b2—2bc=7@(b—c)2=7@

=3 b—c=$ (I), supondo b > ¢
2) A
c b
B: 5 5 3 :C

¢ a »i

Lembrando que oAcomprimento da bissetriz AD
do angulo interno A do triangulo ABC é dado por

2 a+b+c
AD=W.\/bcp(p—a ,0ndep=T,e,
c

conforme enunciado AD? = BD . CD, temos:

a) Pelo teorema da bissetriz,
BD CD P _q _

AB AC c b b+c b+c

. ac ab
= eq=
P b+c 1 b+c

Dessa forma,

ac ab
AD?=BD.CD=p.q= . =
b+c¢c b+c
2
o AD? = a“bc @AD=a bc
(b +¢)? b+c
. aVbc 2
b) Assim, = .Vbep (p-a) =
b+c b+c

a
= P(P—a)=7=>

/\/(a+b+c) (a+b+c ) a
= . —-—a|l=— =
2 2 2

=V(@+b+c)(b+c-a) =a&

& (b+c)-at=a2e (b+c)2=2a’e

| b+c=aV2 |(I),poisb+c>0

3) Das equacoes (I) e (II), resultam:

b a2 b+c=aV2
—-—Cc=
2 = 2b_3a\/5 =

b+c=aV2 - 2

3aV2

b=——+
& 4

_aVz

T4

Respostas: Supondo AC > AB, tem-se:

aV2 _33\/5
4 T4

AB = e AC

IME (Conhecimentos Gerais) — Novembro,/2016

OBIJETIVO



10

Em um cone equildtero sdo inscritas duas esferas de raios
V3-1
V3+1

R e R, conforme a figura abaixo. Um plano se-

cante ao cone € tracado de forma que este seja tangente as
duas esferas. Determine em termos de R o maior
segmento possivel que une dois pontos da curva formada
pela intersecdo do referido plano com o cone.

3)

PF, + PF, = PA + PB = AB. Como a distancia de A
até B é sempre constante, independente da gera-
triz considerada, o ponto P pertence a uma elipse
de focos F, e F,, cujo eixo maior tem a mesma
medida de AB (Teorema de Dandelin).

Desta forma, o maior segmento possivel sobre a
curva formada pela intersecio do referido plano
¢ 0 eixo maior da elipse e tem a mesma medida do
segmento AB da demonstracao anterior.

Considere O e C os centros das duas esferas.
No triangulo VAC, temos:

AC r V3
tg 30° = = = =
VA VA 3

C)VA:\/?[’:\/?,(E)R:
V3+1

=V3 (2-V3)R=(2V3 -3)R

No triangulo VBO, temos:

tg 30° = BO _ R _ V3 & VB=RV3
1) Sejam F, e F, os pontos de tangéncia do plano VB VB 3
secante com as esferas menor e maior, A, e A, as Assim,
circunferéncias determinadas pelas tangéncias AB=VB-VA=RV3 - (2\/§ - 3) R = (3 - \/§) R
destas esferas com a superficie conica A, B e P trés
pontos sobre uma mesma geratriz qualquer do
cone,com A €A, B €A, e P pertencente ao plano Resposta: <3 - \/5) R
secante.
2) Lembrando que por qualquer ponto externo a
uma esfera dois segmentos tangentes sao sempre
congruos, temos:
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