IATEMATICA

NOTACOES

N: conjunto dos niimeros naturais; N = {1,2,3, ...}
Z: conjunto dos nimeros inteiros

(: conjunto dos nimeros racionais

R: conjunto dos nimeros reais

C: conjunto dos nimeros complexos

i: unidade imagindria, i’ = — 1

|z|: médulo do ndmero z € C

z: conjugado do nimero z € C

Re(z): parte real do nimero z € C

det A : determinante da matriz A

Al transposta da matriz A

P(A): conjunto de todos os subconjuntos do conjunto A
n(A): nimero de elementos do conjunto finito A
P(A): probabilidade de ocorréncia do evento A

f o g : funcdo composta das fungdes fe g

[a,bl: {xER;a<x=<b}

[a,b[: {xER;a<x<b}

la,bl: {xER;a<x < b}

la,b[: {xER;a<x <b}

AB={x;xEAex &B}

k
Ean:a1+a2+...+ak,kEN
n=1

Observacao: Os sistemas de coordenadas considerados
sdo cartesianos retangulares.

1 & =

Das afirmacdes:

I. Sex,yER\Q,comy#-x,entdox +y € R\ ;
II. SexEQeyER\Q ,entdo xy €E R\ Q;

III. Sejam a,b,c €E R, com a < b <c. Se f:[a, c] — [a, b]
é sobrejetora, entdo f ndo ¢ injetora,

é (sdo) verdadeira( s )

a) apenas [ e II. b) apenas I e III.
¢) apenas Il e I11. d) apenas III.

e) nenhuma.

Resolucédo

I) Falsa

Sex,y ER\Q=R-Q,comy#-x,entdo x ey
sao irracionais. Nos exemplos abaixo, os nimeros
X e y sdo irracionais, mas a soma deles é racional.

{x=l+\/§

y=1—\/§ =
=>x+y=1+\/§+1—\G=2¢R\Q,pois2€@.

&) OBJETIVO 174 =



II) Falsa
Se x € Q, entdo x pode ser nulo. Neste caso,
x.y=0ex.yEQexy&ER\Q

III) Falsa
Considere a funcao f: [a; c] — [a; b], estritamente
decrescente no intervalo [a;c], definida pelo
grafico a seguir. Ela é injetora, pois € estritamente
decrescente, e € sobrejetora, pois
Im(f) = [a; b] = CD(®).

A
c

T~

o
\/
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2 &) =
Considere as funcdes f, g2 Z — R, f(x) = ax + m,
g(x) =bx +n,em que a, b, m e n, sdo constantes reais. Se

Ae B sdo as imagens de f e de g, respectivamente, entdo,
das afirmacdes abaixo:

I. SeA=B,entioa=bem=n;
II. SeA=7,entdo a=1;
III.Sea,b,m,nEZ,coma=bem=—-n,entdo A= B,

¢é (sdo) verdadeira(s)

a) apenas I. b) apenas II.

c¢) apenas III. d) apenas I e II.
e) nenhuma.

Resolucao

I) Falsa.

Considere as funcoes f: Z— R | fx)=—x+1e

g: Z— R | g(x) = x - 1; notemos que a # b, pois
a=—-leb=1,em #n,poism=1en=-1
Como se vé no grafico a seguir, ambas possuem 0
mesmo conjunto imagem Z.

Ay
<9
B ety A
N S R e S
N P
A U A R
i SR > X
12 -1 Y.l 2 13 4
N oA
A P
% ® | A SR
,i’.---------.--------------------::"\
o f
II) Falsa.
Na funcao f do primeiro item, a = — 1, apesar
deA=Z7.
III) Falsa.

Considere as funcdes f: Z— R |f(x) =3x+1e
g: Z— R | g(x) = 3x — 1, Neste caso, temos:
a=bem=-n.

Veja que 1 € Im (f), pois f(0) = 1, e 1 & Im(g), pois

g(x):3x—1=1®x=%6€D(g)=Z

Sel €Im (f)=Ael & Im(g) =B, entdo A # B.
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3 O b

4 n
1 V32
Asoma > g2 Yo% é igual a
n=1 log, 8"
8 14 15
a) —. b) —. c) —.
) 9 ) 15 ) 16
a8
et e) 1.
18
Resolucdo

" 1 1 5
I log1 <V32) =T.log1 32=T'(_5)=_T
2 >

1)) log @8"*2)=m+2) log, 8=
2 2
=mn+2).-3)=-3(n+2)

5
4 log,, V32 L o
II1 I - =
)nz=:1 log, ,8™+2 nZ=:1 -3(n+2)
1/2
1

_ 5 40+15+48+5 _ 5 68 _
3 120 3120
5 17 _ 17
30 18
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4 & A

Sez € C,entdo 26— 3 |z[* (22— 2?) - 2% € igual a

a) (22 -722%)3. b) z6 — 7.
) (22 -z%2 d) (z-2)°.
e) (z—2)*(z*-7z%.

Resolucao

Lembrando que |z|> =z .Z, temos: [z|* =22 .Z>
Assim:
263z (22 -75) -70=26-3.22.7* . (*-7») -7°=

=20-3724 72 + 37227~ 70 = (22 - %)}
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Sejam z, w € C. Das afirmagdes:
L z+wP+|z—wP=2(z]> + |w]?);
I. (z+W)’—(z-w)?>=4zw;

|z + W] - |z— w|> =4Re (zw),

¢é (sdo) verdadeira ( s)

a) apenas I. b) apenas I e II.
¢) apenas I e III. d) apenas II e III.
e) todas.

Resolucao

Consideremos os niimeros complexos
z=a+bi e w=c+di,com a,b,ced reais.

Temos |z = a2 + b2, |w[?> = ¢2 + d2,
z+w=(@+c)+(b+di,z-w=(a-c)+(b-d)i
lz+wP=@+c)+(b+d)? e
|z-w|?2=(a-c)?+ (b-d)?
Assim, temos:
I) Verdadeira
|z + w]? + |z - w|? =
=[@+c+b+d+[(a-c)?+(b-d)?]=
=2a% + 2¢% + 2b? + 2d% = 2(|z)? + |[w]?)
II) Verdadeira
(z+W)?—(z-W)*=
= (2 +22W + W)= (22 =22W + W) = dzW

III) Verdadeira
|z +wP—|z-w|*=
=[@a+c)l+b+d?]-[(a-c)?+(b-d)?] =
=4ac + 4bd = 4Re (zW), pois
zw=(a+bi).(c—di)=(ac+bd) + (bc—ad)i e
Re(z.w)=ac+bd
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6 0 c
Considere os polindmios em x € R da forma
3

p(x) = x> + a;x? + a,x? + ax. As raizes de p(x) = 0

. e ~ 1
constituem uma progressao aritmetica de razao T

quando (a;, a,, a;) € igual a

1 5) (1 5)
a) (—. 0.=—]. b) ([ — 1.—].
)<4’0’4 )4’1’4
1 5) (5 1)
o) [—. 0. ——]). d)(— 0. —].
)(4’0’ 4 )4’0’4
1 1)
e) |— —1.——]|.
)<4’ L 4
Resolucao

I) O conjunto solucio da equacao
X+0.x +a;.x3+a, . x2+a, .x+0=0¢

V=[a—l;a—l;a;a+l;a+1],c0m
2 2
1 1
(a-1)+(a-7 +a+(a+7)+(a+1)=0@
Sa=0

) V=[-1,-l,0, i,1}
272

III) O polindmio p, na forma fatorada,

é
p(X)=1.(X+1)(X'l‘%).(X—O)(X—%).(X—l)@

& px) =x(x2=1) (xz—%)@
o p(x):x(X4—%X2+ l)@

4

@p(x):xs—%x3+lx

4
5 3 2 5 5 3 1
IV) x> +a;x° +a,x“+a;x=x —TX +TX4:>
_ 5 _ _1
@33——7,32—0,31—74:)

1 5
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1l & b

Para os inteiros positivos k e n, com k = n, sabe-se que
n+1 < n )z(n+1>
k+1 \ k k+1

Entdo, o valor de n) l(n) L(n)
(0 * 1) 32 )T

2
i ( n >éiguala
n+1 n
n+l

a) 204 1. b2l 41, o) 2 n”.

LS| &\
d) n+1 ° ©) n
Resolucao

sendos= 1)+ L (7)o L ()4 L n)
0 2 \1 3 \2 n+1 \n

temos:

(m+1)S= n+1 (n)+ n+1 (n>+ n+1 (n)+

1 0 2 1 3 2
n+1( n ) n+1 (n)
+ + EN
n \n-1 n+1 \n
@(n+l)S=(n+1)+ n+1 n+1+ +(n+1)+
1 2 3 n

+<“+1) @(n+1)s=2n+1_(“+1> o
n+1 0
2n+1_1
em+])S=20+1_1e8="— "~
n+1
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8 0 c
Considere as seguintes afirmacdes sobre as matrizes

quadradas A e B de ordem n, com A inversivel e B
antissimétrica:

I. Se o produto AB for inversivel, entdo n € par;

II. Se o produto AB nio for inversivel, entdo n € impar;
III. Se B for inversivel, entdo n € par.

Destas afirmacdes, € (sdo) verdadeira(s)

a) apenas I. b) apenas I e Il. c¢) apenas I e III.
d) apenas Il e III.  e) todas.

Resolucao
I) Verdadeira.

(1) Se B é antissimétrica, entio Bi=—B=-1.B
edet (BY)=det (—1.B)=(-1)".det B=det B,
pois o determinante de uma matriz € igual ao
da sua transposta.

(2) Se o produto AB for inversivel, entao:
det (AB) # 0 & detA.detB # 0 &

& detA #0edetB #0

(3) Dositens (1) e (2), temos:
det B
det B

(<1)".det B=det B & (-1)" = =1e,

portanto, n € par.

II) Falsa.
Se A é inversivel e AB nio é inversivel, entdo
det B =0, pois det A # 0 e det (AB) = 0.

0 a 0 b

AmatrizB=| 72 ¢ 0 < ,coma,bec
0 0 0 0
-b —-¢c 0 0

nao necessariamente nulos, é antissimétrica e
det B = 0, porém, neste caso, n = 4 (par).

III) Verdadeira.
Se B for inversivel, entao det B # 0; sendo assim,
da igualdade (— 1)". det B = det B, teremos:

det B
D=
det B

=1 e, portanto, n € par.
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9 & B

1 -1 1 x+1 x
SejamA:[y . I]CB: y-2 y

z+3 z
matrizes reais tais que o produto AB é uma matriz
antissimétrica.

Das afirmacdes abaixo:
I. BA ¢ antissimétrica;
II. BA ndo é inversivel ;

III. O sistema (BA)X = 0, com X' = [x, X, X;], admite
infinitas solugdes,

¢ (sdo) verdadeira(s)

a) apenas [ e II. b) apenas II e III.
¢) apenas I. d) apenas II.

e) apenas III.

Resolucao
x+1 X
y x 1
z+3 Y/
Xx+1-y+2+z+3 X-y+2 ]
| y(x+1) —x(y-2)+z+3 Xy — Xy+z
__ X-y+z+6 X-y+2z }
| 2x+y+z+3 /

Se AB ¢é antissimétrica, entdo:

(AB) =- (AB){=

[ X-y+z+6 X-y+z ]

= =
2x+y+z+3 V/

[ X-y+z+6 2x+y+z+3}
=-— &

X—-y+z z
X-y+z+6=0 x=-1,
& 1z2=0 & 1y=5
2X+y+z+3=—(x-y+12) z=0
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Assim, temos:

IR T B N 0 -1
51 1| 35 |

3 0

0 -1 77 -5 -1 -1
1 -1 1
BA=35] 1}=2828]

5 1
¢ 3 0 1t 3 -3 3
-5 -1 -1
detBA)=|28 2 8 | =0
3 3 3

I) Falsa, pois BA - (BA)t
II) Verdadeira, pois det BA =0
III) Verdadeira, pois (BA) X =0
X1
comX=| X, |[sendoum sistema linear homo-
X3
géneo e, como det (BA) = 0, o sistema admite
infinitas solucoes, além da solucao trivial.
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10 O A
Seja M uma matriz quadrada de ordem 3, inversivel, que
satisfaz a igualdade

det(2M?) — det(%w) = % det(3M).

Entdo, um valor possivel para o determinante da inversa
deMé

1 1 2 4 5
a) —. b) —. c) —. d) —. e) —.
) 3 ) 5 ) 3 ) s ) 1
Resolucéao

3
det 2M?) — det (\/5 M?3) = % det 3M) &

3 2
& 23 (det M)2 = (V2 )3 (det M)3 = 5 P detMe

< 8(det M)2 -2 . (det M)3 =6 det M &
& 8detM-2.(det M)2=6<

& (det M)’ —4detM+3=0<

S detM=3oudetM=1<«

1
@detM‘1=ToudetM‘1=1
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Considere a equacdo A(H)X = B(t), t € R, em que

et 2t ] X el
An=| -1 1 1 |.x=|vy|eBoy=| V2|
301 2 z 0

Sabendo que det A(t) =1 e t#0, os valores de x, y e z sdo,
respectivamente,

a2V2, 0, -3V2. b)—2V2, 0, -3V2.

00, 3V2, 2V2. 40, 2V3, V3.

e)2V3, V3, 0.

Resolucdo

I) Fazendoe?=a o e 2= % na matriz
2e2t 2t _]

At)=| -1 1 1 e sendo det A(t) =1,
-3 1 2

com t # 0, tem-se:

2

E— -a -1 5

€\ ] 1 =lea“-3a+2=0&
-3 1 2

<a=1oua=2
I e!=a=eX=10oue?=2=>e?=2,poistz0
MheX=2=e=\2
IV)At) X =B(t) =

[ 1 -2 -1 X | \/E
=[-1 1 1 dy .| -V2 | &
| -3 1 2 Z | 0
’x—2y—z=\/5 rX—Z:\/E
‘i’<—x+y+z=—\/5 S9y=0 At
(—3x+y+2z=0 -3x+2z=0
fx=—2\/5
¢><y=0
\z=—3\/5
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12 & A

Considere o polindmio complexo

pz)=z*+az’>+57>—iz—-6,em que a é uma constante
complexa. Sabendo que 2i é uma das raizes de p(z) =0,
as outras trés raizes sao

a)-3i,-1, 1. b) —i,1, 1. c)—i,i,—1.
d)-2i,-1, 1. e)-2i,—i,1.
Resolucao

I) Ja que 2i é raiz da equacio, temos:
R +a.iP+5.Qi)2-iQ)-6=0<
©16-82i-20+2-6=0& -8ia=8< a=i
II) O polindmio p(z) é divisivel por z — 2i e, portanto:
2t +izd3 + 522 -iz -6 |z-2i
0 |23 + 3i22 -2 - 3i

I z*+iz?+522-iz-6=0¢
o (z-20)Z3+3i22-z-3)=0&
& z-20)Z-1)z+3)=0<
S z=2iouz=1louz=-1ouz=-3i

IV) As outras raizes de p(z) = 0 sao - 3i,— 1,1
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13 & =

2ab )
m,a # 0eb #* 0,um possivel
a

Sabendo que sen x =

valor para cossec 2x — — tg x é

) a-b by 2 +b | a? —b?
a ; . c .
ab 2ab ab
a2 + b? a2 -b?
d) : e)
4ab 4ab
Resolucao
2ab 4a2p?
D senx= ——s = cos’x=1- Y
a“+b (a2 +b?)
(a% - b?)’ a2— h?
& cos?x = ———5 ©csx=t ————
(a® +b?) aZ+b?

1 1
II) cossec (2x) — — tgx = _ senx _
2 2senxcosx  2cos X

1 -sen? x cos? x coS X

2 sen x cos X 2 sen x €oS X 2 sen x

a2 _ b2
1 ~ a’+b? 2_ph2
III) cossec 2x) - — tgx= ———— =+ a
2 2ab 4ab
" a4+ b2

1
IV) Um possivel valor para cossec (2x) — £y tgx é

a2—b?
4ab
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14 ) c
Considere o tridngulo ABC retangulo em A. Sejam @
e AD a altura e a mediana relativa a hipotenusa BC,

respectivamente. Se a medida de BE é (\/5 —1)cmea
medida de AD € 1 cm, entdao AC mede, em cm,

a) 4V2-5. b)3-V2. o) V6-2V2.
d)302-1) e) 3V4V2 5.

Resolucao
A
y 1 X
ol
Bv2-1E 242 D 1 C
< >
P 3-V2 9

Sendo x =AC ey = AE, nos triangulos retangulos EDA
e ECA, temos, respectivamente:
V+2-V2)2=12ex’=y*+(3-V2)?

Assim:

X=1-2-V2) 2+3-V2) ext=6-2V2 e

ox=Ve6 - 2\/5,p0isx>0
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15 & b
Seja ABC um triangulo de vértices A=(14),B=(5,1)e

C =(5.5). Oraio da circunferéncia circunscrita ao trian-
gulo mede, em unidades de comprimento,

15
a) —. b) £ c) ﬂ .

8 4 5

5\/_ 17\7
d =L &) —

8 8
Resolucao
C (5:5)
(1:4)A
B (5:1)

No triangulo de vértices A(1; 4), B(5; 1) e C(5; 5) e

area S, temos:

) AB=V(1-52+@-12=5
AC=V(1-52+@-52=\17
BC=V(5-52%+(1-52=4

1
2

1 1 1
II) S= 5 1 —T.l6=8
5 1

= A

III) Sendo R o raio da circunferéncia circunscrita ao

triangulo ABC, vem:

(AB) . (AC) . (BC)

S=
4.R
5\17 .4 5\17
&8=—r-o« & R=
4.R 8
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16 & A
Em um triangulo isésceles ABC, cija area medi 48 cm?,
arazdo entre as medidas da altura AP e da base BC € igual

2
a 5 Das afirmagdes abaixo:

I. As medianas relativas aos lados AB e AC medem
VO7 cm;
II. O baricentro dista 4 cm do vértice A;

II. Se a ¢ o angulo formado pela base BC com a
mediana BM, relativa ao lado AC, entdo

3
Vo7

’

CosS A =

¢é (sdo) verdadeira(s)
a) apenas I.

b) apenas II.

¢) apenas III.

d) apenas I e III.

e) apenas II e III.

Resolucao
De acordo com o enunciado, temos:

AP 2
BC 3 @{AP:Scm
BC . AP v

: — 48 cm? BC=12cm

Podemos entiio montar a seguinte figura, na qual G é

o baricentro do tridngulo ABC.

Nessa figura, cujas medidas estido expressas em cen-
timetros, podemos afirmar que:

2 16
=—.8=—

1) GA=3 3
1 8
=—.8=—

2) GP 3 3
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3)

4)

5)

6)

2
BG =\ (BP)? + (GP)2=’V62 + (%) = % Vo7

2
BG = .BM
Assim:%.\/97=%BM@BM=\/97
BM =CN

Assim: BM =CN =V 97

BP _ 6 _ 9
86 Zver VT

cosa=

Portanto, a afirmacio I é verdadeira e as afir-

macoes II e ITI sao falsas.
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17

Considere o trapézio ABCD de bases AB e CD. Sejam M
e N os pontos médios das diagonais AC e BD, respecti-
vamente. Entdo, se AB tem comprimento X e CD tem
comprimento y < X, o comprimento de MN ¢ igual a

1 1
a) x=y. b) = x=y). ) 5 &=y

1 1
d)?(x+y). e) Z(X+y).

Resolucéao
Seja P o ponto de interseccao da reta MIN com o lado
obliquo BC do trapézio ABCD.

D y o}

A X B

De acordo com a figura, temos:

I) MP é base média no tridngulo CAB

AB X
Assim: MP = T & MP= T

II) NP é base média no tridngulo BCD

CD y
Assim: NP= —— & NP= —
2 2

III) MN + NP = MP

X 1

Assim: MN+L=—<=>MN= —(x-Yy)
2 2 2
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18 O ¢

Uma pirdmide de altura h = 1 cm e volume V = 50 cm?
tem como base um poligono convexo de n lados. A partir
de um dos vértices do poligono tracam-se n — 3 diagonais

que o decompdem em n — 2 tridngulos cujas dreas S,,
i=1.2,..,n—2, constituem uma progressao aritmética

3
na qual S, = > cm? e Sg =3 cm?. Entdo n é igual a

a) 22. b)24.  ©)26.  d)28.  e)32.

Resolucao
I) Seh=1cm éa altura da pirAmide e V = 50 cm? é
seu volume, entiio a drea da sua base é de 150 cm?.

3
II) Se S, = > cm? e S¢ = 3 cm?, entdo podemos

concluir que a razao dessa progressao aritmética,

3
3 4%
. ) 2 1
em centimetros quadrados,ér= ——— = —
6-3 2

Assim, os (n — 2) termos dessa progressao arit-
mética, em centimetros quadrados, sao:

1 2 3
S, = E,Sz= 7,S3=
soma ¢ igual a 150.
(8, +S,_)n-2)

2

n-2
7,...Sn_2= Teasua

Logo =150 &

1 n-2
o (?+T) n-2)=300<m-1)(n-2)=600

on?-3n-598=0<n=26oun=-23

Obs.: A solucao n =-23 nao serve, pois n = 5.
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19 & b
A equacio do circulo localizado no 12 quadrante que tem

area igual a 4m (unidades de drea) e € tangente, simulta-
neamente, asretasr: 2x -2y +5=0 e s:x+y—-4=0¢

(i3 e
S
of-foize 259
ofuforze 3] 2 -
bt

ofefors

Resolucédo
I) Asretas(r):2x-2y+5=0e(s):x+y-4=0
possuem coeficientes angularesm. =1em =-1,

respectivamente, portanto, sao perpendiculares.

II) Sendo {P}=r N S, temos:

3

- = X=——

2x -2y +5 0@ 4 o 313

x+y-4=0 y=£ 3’7
4

III) Sendo Q (XQ, yQ) o centro do circulo de raio 2 lo-
calizado no 1? quadrante, tangente simulta-
neamente as retasr e s, e notando que a diagonal
PQ do quadrado PT,QT, € paralela ao eixo x,
vem:

—2\/_+— e yo= 143

A equacao da circunferéncia com centro

Q(Z\/E+%;?) eraio 2 é
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Observagdo: Existem trés outras circunferéncias de
raio 2, tangentes simultaneamente as retas r e s (com

3 13 .
centros nas retas x = e ey= T), porém, nenhuma

delas esta contida no 1% quadrante.
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20 ) ¢
Considere o sélido de revolucao obtido pela rotagao de

um tridngulo is6sceles ABC em torno de uma reta para-
lela a base BC que dista 0,25 cm do vértice A e 0,75 cm

__ - Va? + 1
da base BC. Se o lado AB mede “om cm, o volume
7T
desse sélido, em cm?, é igual a
) 9 b) 13 ) 7 d 9 ) 11
Y6 96 24 2% Y96
Resolucao

De acordo com o enunciado, podemos concluir que o
volume V (em centimetros ciubicos) do sélido de
revolucio obtido pela rotacdo do triangulo isésceles
ABC em torno da reta e, que é paralela a BCe dista

1 3 —
r= " cm do vértice Ae R = 7 cm da base BC, é

igual a diferenca entre o volume de um cilindro
circular reto de raio R e altura BC = 2h e a soma dos
volumes de dois troncos de cones congruentes e retos
de raios R e r e altura h.

Assim:

m+1 1 1
—_—— & h=—
4 4 2n

1\2
I h2+ (7) =(AB)2 & hZ=

h
) V=naR22h-2 .“T(Rh 12+ Rr)

Portanto:
(3)2 1 2n 1 (9 1 3 )
V=rm.—|] ——— . —[—+—+— | &
4 b1 3 2x\16 16 16
9 13 7
sSV=— —— =—
16 48 24
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AS QUESTOES DISSERTATIVAS, NUMERADAS
DE 21 A 30, DEVEM SER RESOLVIDAS E
RESPONDIDAS NO CADERNO DE SOLUCOES.

21

Considere as fungoes f: R — R, f(x) = e**, em que o é

uma constante real positiva, e g : [0, %] — R, g(x) = Vx.
Determine o conjunto-solucdo da inequacgao

(gof) (x)>(fog) ).

Resolucéao
Sendo o > 0 e x = 0, temos:

D (gof) (x) =g [f®)] =g (®) = Ve~

1) (fog) (x) = f [gx)] = f (VX) = eV

D) (2of) (x) > (fog) (x) = Ve > e®V* &
o eax > (ea\/;)z PN e(xx > eZa\/; P
Sox >2aVxe x >2Vxe

ext>4xex>4

Resposta: S={x ER | x > 4}
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Determine as solugdes reais da equagdo em x,

log,, 16x
(log, x)* - log, (x¥) -3 —2—— =0.
log o 16
Resolucéao
log, 16 x log, 16 x
log,, 16 x log, 10 log, 10
log,go16 ~ log,16 2 -
log, 102 2log, 10

=log, 16x =log, 16 + log, x =2 + log, x
log,, 16 x

ID (log, %) ~log, (x) —3. —20 2% _
log;, 16

< (log,x)*-4log,x-3.2+log,x)=0 &

& (log, x)*-4log,x-6-3log,x=0&

& (log,x)*-7log,x-6=0

Fazendo log, x =y, resulta:

Y-Ty-6=0& (y-3) (y?+3y+2)=0&

©y=3ouy=-2ouy=-1

Entéo, log,x=3 oulog,x=-2oulog,x=-1¢

ex=4#oux=42oux=4"'s

1
& x=64oux=—oux= —
16 4
Resposta: As solugoes reais da equacao sao
1 1

64, — ¢ —
16 4
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a) Determine o valor méaximo de |z + i
|z-2|=1,z€C.

b) Se z, € C satisfaz (a), determine z;

, sabendo que

Resolucéao
a) Os numeros z = x + yi, com x e y € R, que satis-

fazem |z — 2| = 1 5o tais que [x +yi-2|=1¢&

e x-2+yil=1eVx-22+y’ =1

& x-272%+y2=1

Concluimos, entio, que os afixos desses nimeros
pertencem a uma circunferéncia de centro C (2;
0)eraioR =1.

Os pontos que representam os nimeros complexos
Z + i sdo os pertencentes a circunferéncia obtida
acima deslocada de uma unidade ‘“para cima”,
isto é, é a circunferéncia de centro (2; 1) e raio 1.

YA

I

1

I

: 1 A -
0 2 a X

O valor maximo de |z + i| é dado pela distancia do
ponto P até a origem, que é igualad = V5+1

b) Se P(a; b) é o afixo do niimero complexo w = a +
bi,comaeb &R ez,=a+(b-1)i, temos:

2 Vs 2(5+V5)
= A= — ¢

2 V541 S

b _VE+l . _54VE
] 5
Assim,w=a+ bi= 2(5+\/§) + 5+\/§i

5 5

2(5+V5) 5+V5 )
ez,= = +( S —1)1—

_26+V5) V5.
- 5 5

Respostas: a) V5+1

b) z, = 2(5’5’\@) + \fi
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Seja () o espago amostral que representa todos os resul-
tados possiveis do lancamento simultineo de trés dados.
Se A C () € o evento para o qual a soma dos resultados
dos trés dados é igual a9 e B C () o evento cuja soma dos
resultados € igual a 10, calcule:

a) n(Q); b) n(A) e n(B); c) P(A) e P(B).
Resolucao

Admitindo que cada dado seja nao viciado e tenha
suas faces numeradas de 1 a 6, temos:

a) nQ)=6.6.6=6>=216

b) Evento A (Soma 9):

Faces voltas para cima | Numero de casos
1,2e6 3'=6
1,3e5 3'=6

3!
1,4e4 —_—=
2!
3!
2,2e5 —=
2!
2, 3ed 3'=6
3,3e3 1
Logo,n(A)=6+6+3+3+6+1=25
Evento B (Soma 10):

Faces voltas para cima | Numero de casos
1,3e6 3'=6
1,4e5 31=6

€
2,2e6 —=
2!
2,3e5 3!'=6
3!
2,4e4 —=
2!
3!
3,3e4 —=
2!
Logo,n(B)=6+6+3+6+3+3=27
_nA) 25
© PA=Q) = 216
n(B) 27 1
PB)=—mm=— = —
®=%@ =216 =3
Respostas: a) 216 b) 25 e 27
) 25 1
9216 ¢ 8
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Determine quantos paralelepipedos retangulos diferentes
podem ser construidos de tal maneira que a medida de
cada uma de suas arestas seja um nimero inteiro positivo
que ndo exceda 10.

Resolucao

I) SejaA={1;2;3;4;5;6;7;8;9;10}

II) Cada 3 elementos de A, distintos ou nao, deter-
minam um s6 paralelepipedo.

I1II) O numero de paralelepipedos retangulos diferen-
tes que podem ser construidos é, pois,
C>;0,3 = C10+3-1,3 = C12,3 = % =220

Resposta: 220
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Considere o sistema linear nas incognitas X,y e z

X + y+ 2z=0
-X+ (sen9)y+ 4z=0,0 € [0, 2x].
2x+ (1 —cos20)y+16z=0

a) Determine 0 tal que o sistema tenha infinitas solucdes.

b) Para 6 encontrado em (a), determine o conjunto-solu-
¢do do sistema.

Resolucao
a) I) 1-cos20=1-(1-2sen?0) =2 sen?0
II) Para que o sistema linear homogéneo tenha
infinitas solugoes, devemos ter:
1 1 2
-1 sen 0 4 |=0&

2 1-cos20 16
1 1 2

s | -1 sen 0 4 |=0«&
2 2sen?6 16

o sen?0—-sen®-2=0=senf=-1

Assim, para 0 € [0; 2], resulta 0 = 37'"
3
b) ParaO=TTr, temos:
Xx+y+2z=0 Xx+y+2z=0
-x-y+4z=0 <« 6z=0 <
2x + 2y +16z=0 12z=0
@{X+y=0 @{y:—x
z=0 z=0
Fazendo x = a € R, temos:
S={(a,-a,0)},a ER
3
Respostas: a)T b)S={(a;—0a;0)},aa ER
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Determine o conjunto de todos os valores de x € [0, 2]
que satisfazem, simultaneamente, a

2sen®x +sen x — 1
<0 e

cosx —1

tg X + \/§< 1+ \/gcotg X) cotg x

Resolucao
Para x € [0; 2], tem-se:

2 -
I 2sen’x +senx -1 < 0 e cos x — 1 <0, pois

cosx—1

cosx # 1, entdo: 2 sen’x + senx— 1> 0 <
1 1 S5n
& —<senx=l& —<x<—
2 6 6

Il tgex+V 3 <(1+V3 cotg x) cotg x &

ﬁtgx+\/?<(1+ \/?) !

tg x tg x

tgx+\/_

tg?

@tgx+\/_<

X

otgx (tgx+V3)< tgx+\/?,poistg2x>0@
& (tex-1) (tgx+V3)< 0
Analisando os sinais das funcdes f(tg x) = tg>x — 1
egtgx)=tgx+V 3, tem-se:

-3 -1 1

»tg X
f(tg x) + + -
g(tg x) - + +
+ - +

f(tg x) . 9(tg x)
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. Tt t 2n 3n
Assim, 0 <X<— ou — <X<—o0u—<X<7
4 2 3 4

Sn 3n Sn T
ou n<X<Tou—<X<—0uT<X<2n

III)Sendo S; e S,; os conjuntos solucdoes das

inequacoes (I) e (II), temos:

Resposta: {xER/%<x<%ou£<x<zTnou

3n Sn}
— <x<—
4 6
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Seis esferas de mesmo raio R sdo colocadas sobre uma
superficie horizontal de tal forma que seus centros
definam os vértices de um hexdgono regular de aresta 2R.
Sobre estas esferas € colocada uma sétima esfera de raio
2R que tangencia todas as demais. Determine a distincia
do centro da sétima esfera a superficie horizontal.

Resolucao
%
"""""""""" TTATTA
7 AL AR h
y’ N /’ \
\\ ",' \\/ // d
\\ \\F:'l E ,/
>
L K
R
B c|l™
_____ Y__Y
G J
H [
) L

Os centros das 6 esferas menores e os pontos em que
elas tocam a superficie horizontal sao vértices de um
prisma hexagonal regular com as arestas das bases
medindo 2R e a altura medindo R.

Os centros das 6 esferas menores e o centro da esfera
maior sao vértices de uma piramide hexagonal regular
com as arestas das bases medindo 2R e as arestas
laterais medindo 3R.

Assim, no triangulo retangulo VOA, temos:

(VO)? + (AO)? = (VA)? = h? + 2R)* = 3R)*> =

=h= R\/E

Logo, a distincia d do centro da sétima esfera a
superficie horizontal é

d=h+R=RV5+R=R(V5+1)
Resposta: R(\/§+ 1)
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Trés circunferéncias C,, C, e C; s@o tangentes entre si,

duas a duas, externamente. Os raios 1, r, € r; destas
circunferéncias constituem, nesta ordem, uma progressao

oo =~ 1
geométrica de razdo —.
3

A soma dos comprimentos de C,, C, e C; € igual a 267
cm.

Determine:

a) a area do tridngulo cujos vértices sdo os centros de C,,
C,eCs.

b) o volume do sélido de revolucdo obtido pela rotacdo do
triangulo em torno da reta que contém o maior lado.

Resolucéao
Todas as dimensoes lineares estao em cm; consequen-

temente, as dimensdes superficiais estio cm? e as

dimensdes volumétricas, em cm3.

a) Como r, r, e r; constituem, nesta ordem, uma
1
progressao geométrica de razao ? , temos:

r _1'1

Ry

Assim, de acordo com o enunciado, temos:

2:|:r1 + 27|:r2 + Zﬂ:r3 =26m =

ry ry
=>2n.r1+2n.7+2n.7=26n=>r1=9

Portanto,r2=%=3 e r3=%=1

Os centros das circunferéncias C,, C, e C;
sdo, respectivamente, os vértices A, B e C de
um tridngulo ABC tal que AB= 9 + 3 = 12,

AC=9+1=10eBC=3+1=4.
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Sendo p o semiperimetro e S a area do tridngulo
ABC, temos:

_12+10+4 _
2

D p 13

IS =V13 .(13-12).(13-10).(13-4) = 339

A
AR
h1
.......................................... 12
S Ny
c A
h2
v _ Y
B

Como a irea do tridngulo ABC é igual a 3V 39,

temos: 122' r_ 3\/5 =r= \/3_9

Assim, o volume V do sélido é dado pela soma dos
volumes de dois cones, um com raio r e altura h,
€ 0 outro com raio r e altura h,.

Logo,V:%mz.hl+%m2.h2=

1(\/5
2

2
1
=?m2(h1+h2)=?n. ).12:397:

Respostas: a) 31/39 em?

b) 397t cm?3
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Um cilindro reto de altura h = 1 cm tem sua base no plano
xy definida por x2 + y2 -2x-4y+4=<0.

Um plano, contendo a reta y — x =0 e paralelo ao eixo do
cilindro, o secciona em dois sélidos. Calcule a drea total
da superficie do menor sélido.

Resolucao

X2+y2-2x-4y+4=0e (x-1)2+(y-2)* =1, que
é representada no plano xy por um circulo no ponto
(1;2)eraior =1.

yA
y-x=0
(1:2)

S . =" (2:2)

L N2

1 |
=== wn !

1 |

: | R
0 1 2 x

O plano, contendo a reta y — x = 0 e paralelo ao eixo do
cilindro, secciona-o em dois sélidos. O de menor
volume é um segmento cilindrico cujas bases sio
congruentes ao segmento circular destacado na figura,
que ¢ limitado por um segmento de reta de
comprimento V2 em e um arco de comprimento

l.Z*rr.1=1cm.
4 2

h=1cm

}4/&
20m

Como sua altura é h = 1 cm, entao sua area total S, em
centimetros quadrados, é igual a:

T
—.1
s=(l +\/2) ,1+2,<2__£ ) o
2 2 2

@s=% +\/E+%-1=>s=w+\/§-1

Resposta: (m + V2 - 1) cm?
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